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Tempo de Permanência Estacionária

Calculamos o tempo de permanência estacionária com a equação

T =

∫ x2

x1

ρ(x)dx

J(x)
(1)

onde

ρ(x) = Ψ(x)Ψ∗(x) = |Ψ(x)|2

e

J(x) =
~

2im

[
Ψ∗(x)

d

dx
Ψ(x)−Ψ(x)

d

dx
Ψ∗(x)

]
.



Tempo de permanência não relativ́ıstico em uma barreira de
largura a

V (x) =

{
V quando 0 ≤ x ≤ a
0 outros lugares

.

Para o tunelamento, supõe-se que a energia cinética do pacote
de ondas k seja menos que a barreira de potencial, k < V .

As soluções estacionárias para a equação de Schrödinger são
escritas

ψ(x) =


ψI (x) = Ae ikx + Be−ikx para x < 0
ψII (x) = Ce−ρx + Deρx para 0 < x < a
ψIII (x) = Fe ikx + Ge−ikx para x > a

sendo

k =
√

2mE
~ e ρ =

√
2m(V−E)

~ .



As condições de contorno na barreira implicam

B = (k2−ρ2)sen(ρa)
d(k,ρ;a) A

C = k(k−iρ)eρa

d(k,ρ;a) A

D = −k(k−iρ)e−ρa

d(k,ρ;a) A

F = 2ikρe−ika

d(k,ρ;a) A

onde d(k , ρ; a) = (k2 − ρ2)sen(ρa) + 2ikcos(ρa)



Tempo de permanência: Equação de Schrödinger

O tempo de permanência é dado por

T =

∫ a
0 |ψII (x)|2dx

J(x)

onde J(x) é a corrente incidente e ψII (x) é a função de onda dentro
da abarreira:

J(x) =
~k
m
|A|2,

ψII (x) =
k(k + iρ)eρ(a−x) − k(k − iρ)e−ρ(a−x)

d(k , ρ; a)

e

d(k, ρ; a) = (k2 − ρ2)sen(ρa) + 2ikρcos(ρa).



O tempo de permanência após a integração

TSc =
m

~|d(k , ρ; a)|2

{
(k2 + ρ2)2

kρ
sen(2ρa)− 2ka(k2 + ρ2)

}
(2)

sendo que

|d(k , ρ; a)|2 = (k2 + ρ2)senh2(ρa) + 4k2ρ2.

Figura: Tempo de tunelamento para casos totalmente
não-relativ́ısticos.

m = 1
c = ~ = 1
Ec = 0.01
V = 0.05

0 ≤ a ≤ 40



Equação de Klein-Gordon Relativ́ıstica

[
∂µ∂

µ +
m2c2

~2
+ V (x)

]
ψ(x) = 0 (3)

∂µ∂
µ ≡ 1

c2

∂2

∂t2
− ~∇

I Problema: a corrente de densidade de probabilidade para
esse caso não é positivo definido.

I Dessa forma, o tempo de permanência estacionária não pode
ser definido ou calculado como é.



Transformações de Coordenadas na Frente de Luz (FL)
Dados

Figura: Coordenadas da frente de
luz. Fonte: SALES, 2013.

As coordenadas de Frente de Luz são:

x+ =
1√
2

(x0 + x3)

x− =
1√
2

(x0 − x3) (4)

~x⊥ = x1~i + x2~j ,

onde:


x− ⊥ x+,

x+ ⇒ Tempo na Frente de Luz,

x−e x⊥ ⇒ Espaço, x⊥ = (x1, x2).



Equação de Klein-Gordon na Frente de Luz (FL)

A equação de Klein-Gordon na FL com o potencial de in-
teração V é escrito como

[
2∂+∂− − ∂⊥2 +

m2c2

~2
+ V

]
ΨFL(x+, x⊥, x−) = 0 (5)

onde a solução de onda plana p = ~k , ΨFL(x) = Ae i(k
+x−+k−x+−k⊥x⊥)

[
−2k+k− + k⊥2 +

m2c2

~2
+ V

]
ΨFL = 0

[
k⊥2

2k+
+

m2c2

2k+~2
+

V

2k+

]
ΨFL = k−ΨFL



Na FL, podemos reescrever k+ na forma de operador como

k+ =
~
i

∂

∂x
⇔ k+ =

~
i
∂⊥

de forma que [
−~2∂⊥2

2k+
+ VFL

]
ΨFL = k−ΨFL (6)

onde

VFL ≡
m2c2

2k+~2
+

V

2k+



ΨFL pode ser calculaldo diferenciando a equação anterior com
relação a “energia”k−

ΨFL = − ~2∂3ΨFL

2k+∂k−∂⊥2
+ [VFL − k−]

∂ΨFL

∂k−
.

Quando temos ΨFL, podemos calcular

ΨFLΨ∗FL =
~2

2k+

[
∂2Ψ∗FL
∂x⊥2

∂ΨFL

∂k−
−Ψ∗FL

∂3ΨFL

∂x⊥2∂k−

]
então

∫ a

0
ΨFLΨ∗FLdx

⊥ =
~2

2k+

∫ a

0

∂

∂x⊥

[
∂Ψ∗FL
∂x⊥

∂ΨFL

∂k−
−Ψ∗FL

∂2ΨFL

∂x⊥∂k−

]



A densidade de probabilidade e a corrente de probabilidade na
FL sobre respectivamente

ρFL =
~
im

(
Ψ∗FL∂

−ΨFL −ΨFL∂
−Ψ∗FL

)
JFL =

~
im

(
Ψ∗FL∂

⊥ΨFL −ΨFL∂
⊥Ψ∗FL

)
.

Estes satisfazem a equação de continuidade

∂+ρ+
FL + ∂⊥JFL = 0.

O tempo permanência é calculado via

TFL =

∫ a
0 ρFLdx

JFL
.



TFL =
~m

2k+k⊥

[
2|T |2

(
2ak+k⊥ − dφT

dk−

)
+ 4k+|R|2senφR

]
(7)

Figura: Tempo de tunelamento para casos totalmente
não-relativ́ısticos.

m = 1
c = ~ = 1
Ec = 0.01
V = 0.05
0 ≤ a ≤ 40



Resultados e Discussões

Figura: Tempo de tunelamento para casos totalmente
não-relativ́ısticos.

m = 1
c = ~ = 1
Ec = 0.01
V = 0.05
0 ≤ a ≤ 40
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